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نیاز مورد مفاهیم و مقدمات

مقدمه ‐١‐ ١

ͬ شوند. م بیان خلاصه به طور آتͬ فصل های در نیاز مورد کلیدی و اولیه مفاهیم برخͬ فصل، این در

اولیه مفاهیم و تعاریف ‐١‐ ٢

ستون مولفه های برابر سطر هر مولفه های که است ماتریسͬ متقارن، ماتریس ͷی تعریف١‐ ٢‐ ١‐
گوییم. متقارن را A ماتریس ، A = AT اگر دیͽر، عبارت به . aij = aji یعنͬ، هستند، آن متناظر

ستونͬ بردار هر برای اگر گوییم مثبت نیمه معین را ،n مرتبه از متقارن ،Q ماتریس تعریف١‐ ٢‐ ٢‐
باشد. نامنفͬ عددی مقدار ͷی  xTQx حاصل سطر، n با x صفر غیر

ستونͬ بردار هر برای اگر گوییم مثبت معین را ،m×m مربعͬ و متقارن ،R ماتریس تعریف١‐ ٢‐ ٣‐
باشد. مثبت عددی مقدار ͷی  uTRu حاصل سطر، m با u صفر غیر

بی نهایت مجموع به صورت تابع ͷی نمایش ١ تیلور بسط یا تیلور سری ریاضیات، در تعریف١‐ ٢‐ ۴‐
حقیقͬ مقادیر با f(x) تابع ͷی تیلور سری ͬ آید. م به دست نقطه ͷی در تابع مشتق های از که است جمله
زیر توان̞ͬ سری است، مشتق پذیر بار بی نهایت x٠ مختلط یا حقیقͬ نقطه ͬͽهمسای در که مختلط یا

است:

f(x) = f(x٠) +
f ′(x٠)(x− x٠)

١! +
f ′′(x٠)(x− x٠)

٢

٢! +
f ′′′(x٠)(x− x٠)

٣

٣! + ...,

داشته توجه . f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(x٠)

n!
(x− x٠)

n بنویسیم: خلاصه تر سیͽما علامت با را آن ͬ توانیم م که

x = ٠ نقطه حول که تیلوری سری است. x = x٠ نقطه f(x)در تابع nام مشتق ،f (n)(x٠) تابع که باشید
ͬ شود. م نامیده ٢ مͷ لوران سری شود، نوشته

همͽرا f(x) به آن تیلور سری x = a ͬͽهمسای در اگر نامند تحلیلͬ را f(x) تابع تعریف١‐ ٢‐ ۵‐
باشد.

،ε > ٠ هر به ازای هرگاه گوییم f(x) تابع به ٣ یͺنواخت همͽرای را fn(x) دنباله تعریف١‐ ٢‐ ۶‐
باشد: برقرار زیر نامساوی n > N هر و تابع دامنه به متعلق x هر به ازای ͬ که به قسم باشد موجود N > ٠

|fn(x)− f(x)| < ε.

در اما بود. نخواهد وابسته x به و دارد بستگͬ ε به تنها N یͺنواخت، همͽرای حالت در که کنید دقت
به شͺل یͺنواخت همͽرای ریاضͬ تعریف دارد. بستگͬ x به هم و ε به هم N نقطه ای همͽرای حالت

١Taylor series ٢Maclaurin series ٣Uniformly convergence

٢



نیاز مورد مفاهیم و مقدمات

ͬ باشد: م زیر

∀ε > ٠ ∃ N = N(ε) s.t. ∀x ∈ X, n > N =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε,

یا و
lim
n→∞

(
supx∈X |fn(x)− f(x)|

)
= ٠.

داده نشان u توسط [t٠, tf ] زمان مدت در کنترل سیͽنال مقادیر سابقه یا تاریخچه تعریف١‐ ٢‐ ٧‐
گویند. کنترل ساده به طور یا و ١ کنترل سابقه آنرا و شده

منحنͬ یا وضعیت سابقه به نام [t٠, tf ] فاصله در وضعیت مقادیر سابقه یا تاریخچه تعریف١‐ ٢‐ ٨‐
ͬ شود. م داده نشان x توسط و شده نامیده وضعیت

به نماید صدق کنترل محدودیت های در [t٠, tf ] مدت تمام در که کنترلͬ سیͽنال تعریف١‐ ٢‐ ٩‐
ͬ باشد. م معروف ٢ قبول قابل کنترل

متغیر محدودیت های در [t٠, tf ] زمان مدت در که وضعیت متغیر مسیر منحنͬ ‐١‐ ٢‐ ١٠ تعریف
ͬ شود. م نامیده ٣ قبول قابل مسیر منحنͬ نماید، صدق وضعیت

x(k + ١) = f(x(k), u(k), k) سیستم ͬ شود م باعث که u∗ قبول قابل کنترل ‐١‐ ٢‐ ١١ تعریف
قابل مسیر منحنͬ و بهینه کنترل را نماید، حداقل را زیر تابعͬ و نموده تعقیب را x∗ قبول قابل مسیر

ͬ نامند. م بهینه مسیر منحنͬ را قبول

J = J(x(k٠), u(k٠), k٠) = S(x(kf ), kf ) +

kf−١∑
k=k٠

V (x(k), u(k), k).

معیار تابعͬ آن به که ͬ باشد م تابع چند یا ͷی از تابعͬ بصورت عملͺرد شاخص تعریف١‐ ٢‐ ١٢‐
وابسته تابع چندین یا ͷی به است ممͺن تابعͬ، ͷی واقع در ͬ دهیم، م نشان J با را آن و ͬ شود م گفته

ͬ باشد. م وابسته حالت و کنترل توابع به که J تابعͬ همانند باشد

عملͺرد تابعͬ اگر ͬ شود، م ظاهر بهینه کنترل مسایل در صورت سه به معیار تابعͬ تعریف١‐ ٢‐ ١٣‐
شامل تنها اگر است، معروف ۴ مایر مساله به باشد J = S(x(kf ), kf ) یعنͬ نهایی هزینه شامل تنها
بصورت اگر بالاخره و ͬ گویند م ۵ لاگرانژ مساله آن به باشد J =

∑kf−١
k=k٠ V (x(k), u(k), k) قسمت

کلͬ

J = J(x(k٠), k٠) = S(x(kf ), kf ) +

kf−١∑
k=k٠

V (x(k), u(k), k),

ͬ شود. م گفته ۶ بولزا مساله آن به باشد
١�Control history ٢�Admissible control ٣�Admissible trajectory ۴�Mayer problem ۵�Lagrange

problem ۶�Bolza problem

٣
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سیͽنال گاه هر گوییم کنترل پذیر کاملا را x(k+ ١) = Ax(k) +Bu(k) سیستم تعریف١‐ ٢‐ ١۴‐
هر به k٠ زمان در x(k٠) اولیه حالت هر از را سیستم حالت بتوان به طوری که باشد داشته وجود uیی
ͬ باشد. م سیستم بودن دسترس قابل با معادل که دهیم انتقال kf − k٠ زمان در x(kf ) نهایی حالت

باشد. پذیر) (وارون نامنفرد یا و باشد کامل رتبه دارای زیر ماتریس باید بعبارتͬ

[B|AB|A٢B| . . . |An−١B].

ͬ گردد: م تعریف زیر به صورت و ͬ دهیم م نشان ∆J با را J تابعͬ نمو تعریف١‐ ٢‐ ١۵‐

∆J ≜ J(x(k) + δx(k))− J(x(k)).

تغییرات به هم و x(k) تابع به هم تابعͬ نمو چون ͬ گویند. م x(k) تابع تغییرات را δx(k) فوق تعریف در
تیلور بسط از استفاده با نوشت. ∆J(x(k), δx(k)) به صورت را آن ͬ توان م دارد، بستگͬ δx(k) یعنͬ آن

ͬ رسیم: م ∆J برای زیر رابطه به x(k) تابع حول J(x(k), δx(k))

∆J = J(x(k))+

(
∂J

∂x

)
δx(k)+

(
∂٢J

∂x٢

)
(δx(k))٢ + ...− J(x(k))

=

(
∂J

∂x

)
δx(k)+

(
∂٢J

∂x٢

)
(δx(k))٢ + ... = δJ + δ٢J,

ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت و بوده J تابعͬ دوم تغییرات δ٢J و اول تغییرات δJ فوق رابطه در

δJ =

(
∂J

∂x

)
δx(k),

δ٢J =

(
∂٢J

∂x٢

)
(δx(k))٢.

است. δx(k) به نسبت ∆J نمو اول) مرتبه تخمین (یا خطͬ قسمت J تابعͬ δJ تغییرات

وجود ϵ > ٠ ͷی اگر است x∗ در نسبی اکسترمم منحنͬ ͷی دارای J تابعͬ ͷی تعریف١‐ ٢‐ ١۶‐
علامت دارای J نمو ͬ کند، م صدق ∥x−x∗∥ < ϵ رابطه در که تابعͬ دامنه از x هر ازاء به که باشد داشته
∆J = J(x)− J(x∗) ≤ ٠ اگر و نسبی حداقل J(x∗) ، ∆J = J(x)− J(x∗) ≥ ٠ اگر باشد. ثابت
J(x∗) آنگاه باشد، صادق بزرگͬ اختیاری ϵ > ٠ ͷی برای بالا روابط اگر است. نسبی حداکثر J(x∗) ،

ͬ گویند. م مطلق سراسری بهینه مقدار

روی باید اول تغییرات ͬ ها، تابع به مربوط تغییراتͬ مسایل برای توابع، بهینه مقدار یافتن مشابه
تغییرات حساب اساسͬ قضیه به که ͬ کنیم م بیان قضیه ͷی با را نتایج اکنون باشد. صفر بهینه منحنͬ

است. موجود تغییرات حساب به مربوط کتاب های در آن اثبات و است معروف ١

١Fundamental theorem of calculus of variations

۴
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J تابعͬ (اول) تغییرات باشد، بهینگͬ نامزد ͷی به عنوان x∗(k) منحنͬ اینکه برای ‐١‐ ٢‐ ١ قضیه
δJ(x∗(k), δ∗x(k)) = ٠ باید δx(k) مجاز مقادیر تمام برای به عبارتͬ، باشد. صفر x∗(k) روی باید
مثبت دوم تغییرات که است این بودن حداقل برای کافͬ شرط است. لازم شرط ͷی شرط، این باشد.

باشد. δ٢J < ٠ باید بودن حداکثر برای و δ٢J > ٠ به عبارتͬ، باشد،

۵
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مقدمه ‐٢‐ ١

مطلوب عملͺرد باعث كه است كنترل كننده اي به دست آوردن كنترل سيستم هاي طراحͬ در نهايي هدف
زمان صعود، زمان نظير زمانͯ مشخصه هاي برحسب معمولا سيستم مطلوب عملͺرد ͯ شود. م سيستم
بيان باند پهناي و دامنه حد فاز، حد نظير فركانسͯ مشخصه هاي برحسب يا و جهش، حداكثر قرار،
در كه ͯ باشند، م خطا و سعͯ روش هاي معمولا كنترل، سيستم هاي طراحͯ متعارف روش هاي ͯ شود. م
تکراري به طور تحليل، مختلف روش هاي قبول، مورد سيستم يك طراحͯ پارامترهاي تعيين براي آنها
و ͯ آيد م به دست قبول قابل کنترل كننده يك يا خطا، و سعͯ روش با ͯ گيرند. م قرار استفاده مورد ١

اما كنند. پيدا مصداق توانند نمͯ عملͺرد، نحوه لزوم مورد مشخصات كه ͯ گيرد م نتيجه طراح يا
كنترل سيستم طراحͯ ، مثال به عنوان نيستند. متعارف روش هاي با حل قابل زيادي پيچيده مسايل
پذير امͺان متعارف روش هاي از استفاده با كند، حداقل نيز را سوخت مصرف كه هواپيما موقعيت
ͯ شود، م ناميده ٢ بهينه كنترل كه پيچيده اي، سيستم هاي چنين طراحͬ مستقيم و جديد روش ͯ باشد. نم
کنترلͯ سیͽنال های تعيين بهینه، کنترل هدف شده است. پذير امͺان ديجيتال كامپيوترهاي توسعه با
به طور و شده برآورده ͯͺدينامي فرآيند ͷي توسط محدوديت ها و قيود از مجموعه ͷي به طوري که است

شود. حداکثر) (يا حداقل ، ٣ عملͺرد معيار چندين يا ͷي همزمان،

تغییرات حساب ‐٢‐ ٢

کمان ͷی به شͺل را چرم از شده ساخته  طناب ͷی ۴ دیدو صوری پرنسس [١٢] افسانه ها اساس بر
داده قرار استفاده مورد ۵ کارتاژ شهر تاسیس جهت شده، محصور مساحت کردن حداکثر برای دایره ای
با ریاضͬ علم در جدیدی رشته احتمالا ولͬ است، ساختگͬ کارتاژ شهر تاسیس داستان چه اگر است.

شده است. گرفته الهام آن از بهینه کنترل تئوری مانند آن گسترش های و تغییرات حساب نام
حداکثر را ۶ تابعͬ ͷی که تابع ͷی یافتن مورد در که است ریاضیات از شاخه ای تغییرات حساب
ͬ شود. م تعریف تابع ͷی از تابعͬ به صورت ساده بطور تابعͬ ͷی ͬ کند. م بحث ͬ نماید، م ٧ حداقل یا
بررسͬ ٨ ͷایزوپری متری مسایل در ͬ توان م و بوده قدیمͬ کاملا توابع، حداقل یا حداکثر یافتن تئوری
٣۵٢٩٠‐ ٠) ١٠ پوپوس و میلاد) از قبل ۴٩۵ ‐۴٣۵) ٩ زنودروس مانند یونانͬ ریاضیدانان توسط شده
ژوهانس ١۶٩٩ سال در ͬ شناسیم. م را آن ١١ برنولͬ کارهای با ما ولͬ کرد. مشاهده را آن میلاد) از قبل
دو بین مسیر کوتاهترین یافتن مساله کرد: مطرح را ١٢ براچیستوچرانه مساله (١٧۴١‐ ٨۶۶٧) برنولͬ
(١۶۴١‐ ٢۵۶۴) ١٣ گالیله بوسیله ابتدا که مساله این ندارند. قرار افقͬ یا عمودی خط ͷی در که نقطه
لیبنیز گاتفرید ،(١٧٠۵ ‐١۶۵۴) ١۵ ژاکوب برادرش ،١۴ برنولͬ جان بوسیله شد، مطرح ١۶٣٨ سال در

١�Iterative ٢�Optimal control ٣�Performance index ۴�Tyrian Princess Dido ۵�Carthage
۶�Functional ٧�Extremum ٨�Isoperimetric ٩�Zenodorus ١٠�Poppus ١١�Bernoulli

١٢�Brachistochrone problem ١٣Galilei ١۴�John Bernoulli ١۵�Jacob

٧
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با (١٧٠٧‐ ١٧٨٣) ٣ اویلر لئونارد شد. حل (١‐ ١٧٢٧۶۴٢) ٢ نیوتن ایساک و (١٧١۶ ‐١۶۴۶) ١

‐١٧٣۶) ۴ لاگرانژ لوییس ژوزف و داشت، آن توسعه در توجهͬ قابل سهم برنولͬ جان تیم به پیوستن
(اولین) به شیوه مسایل از نوع این حل برای ممتازی روش نهایتا که کسͬ داد، قرار تاثیر تحت را (١٨١٣ 
شرایط این بعدها داد. سوق تغییرات حساب اصطلاح ابداع به را اویلر کارها، این کرد. ارایه را تغییرات
انتهایی نقاط با مسایل روی کار با لاگرانژ شد. نامیده اویلر‐لاگرانژ معادله ͬ ها، تابع بهینگͬ برای لازم
(یا لاگرانژ ضرب کننده های ابزارها، قویترین از ͬͺی بعدها که کرد ابداع را ضرب کننده ها روش متغیر،
تغییرات حساب در ͬ ها تابع بهینه مقدار یافتن برای کافͬ شرایط شدند. بهینه سازی در اویلر‐لاگرانژ)
شد. ارایه دوم تغییرات گرفتن نظر در با ١٧٨۶ سال در (١٧‐ ١٨٣٣۵٢) ۵ لژاندر ماری آندرین بوسیله
کافͬ شرایط برای محͺم تری تحلیل ١٨٣۶ سال در (١٨۵١٨٠‐ ١۴) ۶ ژاکوبی ژاکوب گاستاو کارل

شد. مطرح لژاندر‐ژاکوبی شرایط نام با بعدا کافͬ شرایط این کرد. بیان
نشان او داد، انجام ͷانیͺم در مهمͬ کارهای (١٨۵۶ ‐١٧٨٨) ٧ هامیلتون همزمان به طور تقریبا
معادله دو در که تابع ͷی با ͬ توان م را خارجͬ مختلف نیروهای تحت فضا در ذره ͷی حرکت داد
گرفت کار این به ایراداتͬ ژاکوبی ١٨٣٨ سال در کرد. بیان ͬ کند، م صدق اول مرتبه جزئͬ دیفرانسیل
هامیلتون‐ژاکوبی” ”معادله را معادله این است. لازم جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی فقط داد نشان و
گذاشت. ͷانیͺم و بهینه کنترل پویا، برنامه ریزی و تغییرات حساب روی عمیقͬ تاثیر بعدا که نامیدند،
مطرح را مسایل از جامع تری دسته برای شرایط ٩ مایر آدولف و (١٨٣٣‐ ١٨٧٢) ٨ کلبش رودلف
تدوین دیفرانسیل معادلات به شͺل قیدی شرایط الحاق با تغییرات حساب در مساله ͷی کلبش کردند.
کرده بررسͬ مجددا را کلبش کار مایر ١٨۶٨ سال در کرد. ارایه دوم تغییرات اساس بر شرط ͷی و کرد
سال در را لاگرانژ” ”مساله بعدها مایر کرد. ارایه تغییرات حساب جامع مساله برای شاخصͬ نتایج و

کرد. تشریح جزئیات با ١٨٩۵ سال در را مایر” ”مساله و ١٨٧٨
١١ گاوس کارل نتایج از استفاده با تغییرات حساب در جدیدی روش ١٠ کنسر آدولف ،١٨٩٨ در
اسͺار همͺاری با او کرد. ارایه متغیر انتهایی نقطه مسایل برای ، ١٢ ژئودزیͺس روی (١٨۵۵ ‐١٧٧٧)

کرد. ارایه مسایل این برای شایسته ای نتایج (١٩۴١٨‐ ٢۵٧) ١٣ بولزا
نگاه ١۵ میسون ماکس و [۴] (١٩۵١٨٧‐ ١۶) ١۴ بلیس گیلبرت ،١٩١٠ تا ١٩٠٨ سال های بین در
مایر و لاگرانژ مساله از تعمیمͬ به عنوان را بولزا” ”مساله ١٩١٣ در بولزا داشتند. کنسر نتایج بر عمیقͬ

.[١۴] هستند معادل مسایل این سه هر که داد نشان بلیس کرد. تدوین

١�Gottfried Leibniz ٢�Issac Newton ٣Leonard Euler ۴�Joseph-Louis Lagrange ۵�Andrien
Marie Legendre ۶�Carl Gustav Jacob Jacobi ٧�Sir William Roman Hamilton ٨�Rudolph Clebesh

٩Adolph Mayer ١٠�Adolf kneser ١١�Karl Gauss ١٢�Geodesics ١٣�Oskar Bolza ١۴�Gilbert Bliss
١۵�Max Mason
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بهینه کنترل تئوری ‐٢‐ ٣

جنگ افزارها آتش کنترل برای مربعات میانگین فیلترهای روی ١ واینر بوسیله ابتدا مربعͬ خطͬ کنترل مساله
معیار که را فیلترهایی طراحͬ مساله واینر .[١٩ [١٨؛ شد ارایه (١٩۴۵ ‐١٩۴٠) دوم جهانͬ جنگ در

کرد: حل ͬ کردند، م حداقل را زیر عملͺرد) (شاخص خطای مربعات میانگین

J = E{e٢(t)},

فوق خطای معیار قطعͬ، حالت برای است. x تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید E{x} و خطا e(t) که
ͬ یابد: م تعمیم زیر مربعͬ انتگرالͬ به صورت

J =

∫ ∞

٠
e′(t)Qe(t)dt,

حل برای را ٢ پویا برنامه ریزی ͷتکنی ١٩۵٧ سال در بلمن است. معین مثبت ماتریس ͷی Q که
توسط بهینه کنترل سیستم های در کار مهمترین ولͬ .[١] کرد مطرح گسسته زمانͬ بهینه کنترل مسایل
جزئیات با آنها کتاب در و [۵] شد بیان ۴ حداکثر اصل نام با ١٩۵۶ سال در همͺارانش و ٣ پونتریاگین
[٧] ۵ گامͺرلیدز آن نویسنده که حداکثر” اصل ”کشف جالب مقاله همچنین، .[١۵] است شده ارایه
سال در کالمن متحده، ایالات در زمان این در ببینید. را است، [١۵] اصلͬ کتاب نویسندگان از ͬͺی
کنترل برای را (LQG) ٧ مربعͬ خطͬ گوسین تئوری و (LQR) ۶ مربعͬ خطͬ تنظیم کننده تئوری ١٩۶٠
گسسته کالمن فیلتر به که کرد، ارایه را تخمین تئوری و بهینه فیلتر او .[١٠] کرد ارایه بهینه ͷفیدب
تئوری روی عمیقͬ تاثیر کالمن شد. منتهͬ [٩] ٨ باسͬ و او پیوسته کالمن فیلتر و [١١] او معروف
دنیای در بهینه کنترل تئوری کاربرد تکنیͷ های پراستفاده ترین از ͬͺی کالمن فیلتر و داشت بهینه کنترل

است. مختلف حوزه های در و واقعͬ
حوزه های بسیاری و کالمن فیلتر تکنیͷ های در که ͬ کنیم م ٩ ریͺاتͬ ماتریسͬ معادله به اشاره ای اینجا در
دیفرانسیل معادلات برخͬ حل برای ١٧٢۴ سال در را خود کار نتایج ریͺاتͬ ͬ شود. م ظاهر دیͽر
معروف بسیار بعد قرن دو حدود از ریͺاتͬ پس معادله بداند اینکه بدون [٣ [١۶؛ کرد ارایه غیرخطͬ

ͬ شود. م
در و داشته میلادی ١٧ و ١۶ قرن های در شده ایجاد تغییرات حساب در ریشه بهینه، کنترل بنابراین،
و تغییرات حساب تاریخچه مورد در بیشتر جزئیات برای .[١٧] است شده متولد قبل سال ٣٠٠ حدود
خطͬ کنترل در کنید. مراجعه [١٧ ١٣؛ ٨؛ ۶؛ [٢؛ مراجع گران بهای مطالب به ͬ توانید م بهینه، کنترل
که است معنͬ بدین ”مربعͬ” عبارت و است خطͬ فرآیند که است این معنͬ به ”خطͬ” عبارت مربعͬ،

١�N. Wiener ٢�Dynamic programming ٣�Pontryagin ۴�Maximum principle ۵�R. V. Gamkrelidze
۶�Linear quadratic regulator ٧�Linear quadratic gaussian ٨�Bucy ٩�Matrix Riccati Equation
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کنترل ”مساله را مساله این ابتدا در است. کنترل یا و خطا مربع یا دوم توان شامل عملͺرد شاخص
است. نداشته وجود مربوطه متون در ١٩۵٠ سال تا مربعͬ” ”خطͬ عبارت و ͬ گفتند م ١ مربعͬ میانگین

١�Mean-squared control problem
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