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چ΄یده

رسیده اثبات به ΁توپولوژی نیمه و ΁توپولوژی پارا گروههای از توپولوژی درخصوص قانون چندین
΁توپولوژی ی΁گروه بئر ویژگͬ با پذیر١ ΁متری توپولوژی΁شبه پارا گروه هر که است ثابتشده این است.
باشد توپولوژی΁تحتنگاشتهمومورفیسم ی΁گروه از پاراتوپولوژیG΁پیشتصویری اگری΁گروه است
زیر از پذیر شمارش Gاشتراک ΁پاراتوپولوژی گروه ΁ی .اگر است ΁توپولوژی گروه ΁ی نیز Gخود آنگاه
. است ΁توپولوژی گروه ΁یG آنگاه Xباشد منتظم نمای فشرده فضای ٢از چ·ال و باز های مجموعه

همومورفیسم نگاشت ΁ی تحت G کراندار کاملا گروه ΁ی از تصویری H ΁پاراتوپولوژی گروه ΁ی اگر
G اول نوع شمارای ΁توپولوژی نیمه گروه ΁ی اگر . است ΁توپولوژی گروه ΁ی نیز H باشدآنگاه پیوسته
کامل ΁متری پذیربا ΁متری ΁توپولوژی گروه ΁یG باشدآنگاه Gδ-چ·ال ، G هاسدورف شده فشرده در

است.
΁توپولوژی نیمه و ΁پاراتوپولوژی فضاهای پایه های کاردینال پایایی بین جدیدمعینͬ ارتباط همچنین

کنیم. مͬ ثابت
آنگاه باشد نرمال G × G مثل ای دنباله ΁پاراتوپولوژی گروه ΁یGاگر که شود مͬ ثابت این درحقیقت

. نیست سورجنفری٣نرمال خط مربع چرا که کند مͬ مشخض را مسیری دارد.این شمارا ای Gپایه

symmetrizable١
Gδ

٢

sorgenfrey٣



مقدمه .١.٠ ٢

مقدمه ١.٠

؟ است ΁توپولوژی گروه ΁پاراتوپولوژی گروه ΁ی ͽموق چه
از ١٢-٣-٢) است ΁توپولوژی گروه ΁ی ، فشرده موضعا هاسدورف ΁توپولوژی نیمه گروه هر ، دانیم مͬ

اصلͬ).�[٨] مقاله
سال آورد.در بدست آن از وسیعͬ ونتیجه داد گسترش ͺچ فشرده فضاهای به را قضیه این بوزیاد اخیرا
([٨] و ۶-۴). است ΁توپولوژی گروه ΁ی فشرده موضعا ΁پاراتوپولوژی گروه هر دادکه نشان Ellis ،١٩٧۵
΁توپولوژی گروه ΁پذیری ΁متری ΁توپوپولوژی پارا گروه هر داد نشان [۴-٢٠] W.zelazko همچنین
کردکه اثبات و داد تعمیم را zelazko ، Ellis های یافته ،N.Brand[٣–۴] ١٩٨٢ سال در بعدا . است
از بعد قضیه این از جدیدوکوتاهتری .اثبات است ͺچ فشرده ΁توپولوژی گروه ΁ی ΁پاراتوپولوژی هرگروه
΁توپولوژی نیمه گروه هر یا فشرده موضعا گروه ؛هر که بود معروف سالها شد[١٧–۴]واین ارائه سال سه
: آیا بپرسد که داشت برآن را H-pfister قضیه .این است ΁پاراتوپولوژی گروه ΁ی پذیر ΁متری کاملا

برقضیه بنا رو این ؟[١٧-۴]واز است ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی ΁توپولوژی نیمه ͺچ فشرده گروه -هر
[۴] ؟ است ΁توپولوژی گروه ΁ی Brand

است ΁توپولوژی گروه ΁ی بئر ویژگͬ با پذیر ΁متری هاسدورف ΁پاراتوپولوژی گروه هر که کنیم مͬ ثابت
که کنیم مͬ حرکت ای شاخه در [١١]همچنین است montgomery ΁کلاسی قضیه یافته تعمیم این

: است زیر نتیجه دو برای خوبی ونماینده است جدید رسد مͬ نظر به
باشد کامل همومورفیسم نگاشت تحت ΁توپولوژی گروه ΁ی از تصویری Gپیش ΁پاراتوپولوژی –اگرگروه

. است ΁توپولوژی گروه نیز G آنگاه
پیوسته نگاشتهمومورفیسم کراندارGتحت توپولوژی΁کلا گروه از Hتصویری ΁پاراتوپولوژی گروه –اگر

است. ΁توپولوژی گروه نیز H ،آنگاه باشد
هاسدورف شده فشرده در G اول نوع شمارای ΁توپولوژی نیمه گروه اگر کنیم مͬ ثابت همچنین -ما
سریع نتیجه ΁ی این . است پذیر ΁متری ΁توپولوژی گروه ΁ی کامل ΁متری با G آنگاه باشد Gδ-چ·ال

. است [١۴] رزنیچ΄و قضیه از
؛ دوم درمرحله

حقیقت در . کنیم مͬ اثبات ΁توپولوژی گروههای در پایه های کاردینال پایایی بین جدیدمعینͬ رابطه
آنگاه باشد لیندولف G×Gطوری΄ه به باشد ΁توپولوژی ای دنباله گروه ΁ی G اگر که کند مͬ اثبات این

. دارد شمارا شب΄ه G

طوری΄ه به باشد پذیر جدایی اول نوع شمارای ΁پاراتوپولوژی Gگروه اگر کنیم مͬ ثابت (ch) تحت
دارد. شمارا پایه G آنگاه باشد Gنرمال × G

تمام [١۶][٩] . نیست. نرمال sorgenfrey خط مربع چرا که دهد مͬ ای تازه امید ΁ی موضوع این
کنند. مͬ صدق T2 ΁تفکی موضوع اصل در زیر شده گرفته نظر در های توپولوژی

. آورد بدست زیر های لم از توان رامͬ ΁پاراتوپولوژی گروه ΁ی بودن ΁توپولوژی وکافͬ لازم شرایط برخͬ



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

پردازیم مͬ آن کاربردهای و توپولوژی از مقدماتͬ قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

نگاشتهای .اگر است توپولوژی فضای که باشد گروه ΁یG کنیم فرض : ΁توپولوژی گروه .١ تعریف
΁توپولوژی گروه ΁ی G آنگاه باشد پیوسته G به G از x −→ x−1 و G به G×G از (x, y) −→ xy

. است

است پیوسته منفک گروه در ضرب که توپولوژی ΁ی با است گروهͬ : ΁توپولوژی نیمه گروه .٢ تعریف
. است توام پیوسته گروه در ضرب که توپولوژی ΁ی با است :گروهͬ ΁توپولوژی پارا گروه .

شرایط در که Xاست های مجموعه زیر τاز مانند ای Xگردایه درمجموعه : توپولوژی فضای تعریف٣.
: کند مͬ صدق زیر

هستند. τبه متعلق τ و X (i)

. τاست به τمتعلق گردایه زیر هر اجتماع (ii)

. است τ به متعلق τ متناهͬ گردایه هرزیر اعضای ͽمقط (iii)

مجموعه هیچ که نهایت بی های مجموعه اندازه باره در است فرضͬ ریاضͬ :در فرضپیوستار تعریف۴.
هیچ عبارتͬ به یا باشد حقیقͬ اعداد و اعدادطبیعͬ مجموعه اندازه بین اش اندازه که ندارد وجود ای
اصلͬ عدد هر ازای به دی·ر بیان به .یا کند ℵ0صدق < x < c = 2ℵ0 نامساوی xدر مانند اصلͬ عدد
این مقاله این aدر < x < 2a . کند صدق زیر نامساوی در که ندارد وجود x a،عدداصلͬ نامتناهͬ

١. است شده مطرح (ch) عنوان تحت فرض

فضای ΁ی) T0 منتظم کاملا فضای ΁ی( منتظم کاملا هاسدورف (فضای : تیخونف فضای .۵ تعریف
است. منتظم هاسدورف ، تیخونف فضای هر T0باشد) اگر فقط و اگر است هاسدورف ، منتظم کاملا
شامل که بازی مجموعه باشد داشته وجود فضا در y و x متمایز نقطه جفت هر برای اگر T0است فضایی

نباشد. y شامل و باشد x

Hypotheses continuum١

٣



۴

هرتابع تحت آن تصویر اگر شود مͬ گفته نما توپولوژی΁فشرده ٢:ی΁فضای نما فشرده فضای تعریف۶.
. باشد کراندار R به پیوسته

موضعا هرمجموعه که است این X تیخونف فضای بودن نما فشرده برای وکافͬ لازم –شرط خواص:
باشد. متناهͬ X در ناتهͬ باز های مجموعه از متناهͬ

فضاهای در آن وبرعکس است نما فشرده ، ای له دنباله فشرده فضای هر و شمارا فشرده فضای –هر
. است صحیح ΁متری

توابع برای که کنید توجه . نمااست فشرده Y آنگاه باشد X نمای فشرده از پیوسته تصویر Y –اگر
X از است ای پیوسته ،تابع بنامیم f که hرا gو توابع gترکیب : X −→ Y hو : Y −→ R پیوسته

. است نما فشرده Y و کراندار f براین بنا ، اعدادحقیقͬ به

Cنیست در که وxی΁نقطه بسته اگرCی΁مجموعه ٣گوییم منتظم را :فضایی منتظم فضای تعریف٧.
. باشند داشته هم از جدا های Cوxهمسای·ͬ آنگاه

X اگر∋ شود مͬ نامیده Xروی پالایه پیش ΁یX هلͬ پالایه۴:خانوادهξازمجموعه پیش .٨ تعریف
B ⊂ طوری΄ه Bبه ∈ ξ باشد داشته ξوجود اعضای ,A1از ..., Ak متناهͬ مجموعه هر وبرای ξ

نامیده Xفیلتر۵روی ΁ی ξ Bآنگاه ⊂ ξ شود Aنتیجه ⊂ B ⊂ X و A ∈ ξ از بعلاوه اگر
∩k

i=1 Ai

. شود مͬ

نقطه ΁دری شده ͽجم ηپالایه پیش هر برای اگر است دنباله X۶:فضای ای دنباله فضای .٩ تعریف
پالایه پیش ΁داردی xوجود ∈ X

اگر شود مͬ نامیده X روی پالایه پیش X های مجموعه زیر از ξ٧:خانواده پالایه پیش .١٠ تعریف
B ⊂ طوری΄ه به B باشد داشته وجود ξ اعضای از A1, ..., Ak متناهͬ مجموعه هر برای و X ∈ ξ

مͬ نامیده فیلتر X روی ξآنگاه B ∈ ξ شود نتیجه A ⊂ B ⊂ X و A ∈ ξ از اگر وبعلاوه
∩k

i=1 Ai

. شود

Q ∈ η وهر P ∈ ξ هر برای اگر گوییم هم·ام X روی را ξ و η فیلتر :دوپیش ٨ هم·ام .١١ تعریف
P ∩ Q ̸= ∅ : باشیم داشته

X روی η پالایه پیش هر برای اگر گوییم ای دنباله دو را X :فضای ای٩ دنباله دو فضای .١٢ تعریف
همان به هم·رای X روی ξ پالایه پیش ΁ی باشد داشته وجود ، شود ͽجمx ∈ X نقطه ΁ی به که

. هم·امند η و ξ طوری΄ه به نقطه

X بسته های مجموعه از شمارا هرگردایه ازای به هرگاه خوانیم بئر را X :فضای بئر فضای .١٣ تعریف
درون دارای X در نیز

∪
Anͬیعن آنها اجتماع ، باشد تهͬ درون دارای Xدر ΁هری که {An} مانند

. باشد تهͬ
و باز های مجموعه زیر از پذیر شمارش اشتراک هر هرگاه نامیم بئر فضای ΁ی را X توپولوژی فضای یا
پذیر شمارش اجتماع صورت به آن از ناتهͬ باز مجموعه زیر هر معادل طور به یا باشد چ·ال درآن چ·ال

. نباشد چ·ال جا هیچ های مجموعه از

pseudocompact٢
regular٣
prefilter۴

filter۵
bisequential۶

prefilter٧
synchronous٨
bisequential٩



۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

از Xغیر از بازی مجموعه هیچ حاوی A اینکه Aیعنͬ تهͬ درون از :منظور تهͬ درون .١۴ تعریف
نیست. تهͬ مجموعه

[a, b) های= پایهBشاملمجموعه Tی΁توپولوژیرویRبا :فرضکنید خطسورجنفری١٠ تعریف١۵.
نقش در طبیعͬ ͽجم که این توپولوژی این a.با < b ,aو b ∈ R طوری΄ه به xباشد ∈ R : a 6 x < b

΁توپولوژی ,R)ی΁گروه T توپولوژی΁است.اما( گروه ی΁نیم پاراتوپولوژی΁ولذا باشد،Rی΁گروه ضرب
یا شود مͬ نامیده سورجنفری خط ΁پاراتوپولوژی گروه این است xناپیوسته −→ −x عمل زیرا نیست
روی زیر پایه با که است وتوپولوژی Rاست حقیقͬ خط روی استاندارد غیر توپولوژی ΁ی دی·ر بیان به

. شود مͬ تعریف بازه نیم

B = {[a, b)| a, b ∈ R , a < b}

همسای·ͬ از شمارایی گردایه هرگاه دارد شمارا xپایه نقطه Xدر فضای گوییم : شمارا پایه .١۶ تعریف
. باشد گردایه این عضو ΁ی حاوی کم دست x همسای·ͬ هر طوری΄ه به باشد موجود B مانند x های
. کند مͬ صدق شمارایی اصل اولین در گوییم باشد داشته شمارا پایه ΁ی اش نقطه هر در اگرفضایی

فضای باشد شمارا پوشش زیر ΁ی شامل آن باز هرپوشش که را :فضایی لیندولف فضای .١٧ تعریف
نامند. مͬ لیندولوف

درون گاه هر گوییم چ·ال جا هیچ Xرا توپولوژی فضای Aدر مجموعه زیر ؛ چ·ال جا هیچ تعریف١٨.
. باشد تهͬ آن بستار

مجموعه حاویی΁زیر گاه هر شود مͬ نامیده پذیر Xجدایی ΁توپولوژی فضای پذیر: جدایی تعریف١٩.
هر که طوری به {Xn}∞n=1 مثل فضا اعضای از ای دنباله باشد داشته وجود که باشد چ·ال و شمارا
X فضای از عضو ΁ی حداقل (شامل باشد داشته را فضا از عضو ΁ی حداقل فضا از ناتهͬ مجموعه زیر

باشد)

صورت این در باشند بسته Xدر عضوی تک های مجموعه کنیم :فرض ١١ منتظم فضای .٢٠ تعریف
مجموعه B مانند x از جدا بسته مجموعه هر و x مانند آن از هرنقطه ازای به اگر خوانیم منتظم را X

باشند، موجود B حاوی و x شامل ترتیب به همͬ از جدا باز های

Aمانند آن هم از جدا بسته مجموعه دو هر ازای به اگر گوییم نرمال را X١٢:فضای نرمال .٢١ تعریف
باشد. موجود B و A حاوی ترتیب ،به همͬ از جدا باز های مجموعه B و

باز. های مجموعه از پذیر شمارش های اشتراک تمام :Gδ مجموعه .٢٢ تعریف

توپولوژی ΁ی از منظور باشد. ناتهͬ مجموعه ΁ی X کنید فرض : ΁توپولوژی فضاهای .٢٣ تعریف
باشد: زیر شرایط دارای که T مانند X زیرمجموعه�های از مجموعه�ای از است عبارت X روی

.∅, X ∈ T (١)

sorgenfrey١٠
regular١١
normal١٢



۶

باشد. T در T عناصر از دلخواه تعداد هر اجتماع (٢)

باشد. T در T عناصر از متناهͬ تعداد اشتراک (٣)

که است بازگویی قابل گونه این به بالا شرایط بنابراین مͬ�نامیم. باز را T اعضای

هستند. باز X و ∅ (١)

است. باز باز�ها دلخواه اجتماع (٢)

است. باز بازها متناهͬ اشتراک (٣)

اگر است شب΄ه X برای ،X ΁توپولوژی فضای های زیرمجموعه از N خانواده ΁ی: شب΄ه .٢۴ تعریف
.x ∈ M ⊂ U طوری΄ه Mبه ∈ N باشد داشته Uازxوجود xوهرهمسای·ͬ ∈ X هر برای

تابع از است عبارت X مجموعه ΁ی روی ١٣΁متری ΁ی از منظور : ΁متری فضاهای .٢۵ تعریف

d : X × X → R

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که

.x = y اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و ،x, y ∈ X هر برای d(x, y) ≥ 0 معینͬ) (مثبت (١)

.x, y ∈ X هر برای d(x, y) = d(y, x) (هم·نͬ) (٢)

.x, y, z ∈ X هر برای d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) مثلثͬ) (نامساوی (٣)

اگر مͬ�دهیم. نمایش (X, d) با و مͬ�نامیم ΁متری فضای ΁ی d ΁متری همراه به را X مجموعه
مͬ�کنیم. تعریف d(x, y) را y و x بین فاصله آنگاه x, y ∈ X

نامیم مͬ پایه ΁ی را بازها از B زیرمجموعه باشد. ΁توپولوژی فضای ΁ی X کنید فرض .٢۶ تعریف
را بازها از E مجموعه نوشت. B عناصر از اجتماعͬ صورت به بتوان را X از باز زیرمجموعه هر هرگاه
باشد. پایه ΁ی E عناصر از متناهͬ اشتراک�های تمام از متش΄ل مجموعه هرگاه نامیم مͬ زیرپایه ΁ی

توپولوژی΁است.(٢-٣-١٢)[کتاب ی΁گروه ، فشرده توپولوژی΁هاسدورفموضعا نیمه گروه هر .١.٠.١ قضیه
مقاله]٠ به مربوط

ضرب طوری΄ه به باشد فشرده موضعل هاسدورف توپولوژی با جبری گروه ΁ی Xکنید فرض .٢.٠.١ قضیه
. [٨]. است توپولوژی گروه X .آنگاه است پیوسته آن در

.... و بوده منتظم کاملا X اگر است �ech-complete X فضای .٢٧ تعریف

است.[۴] ΁توپولوژی گروه ΁ی �ech-analytic ΁توپولوژی نیمه هرگروه .٣.٠.١ قضیه

. است ΁توپولوژی گروه ΁ی �ech-complete ΁توپولوژی نیمه هرگروه .۴.٠.١ نتیجه

متغیر دو در آنگاه باشد پیوسته جداگانه صورت به xyدرهرمتغیر وتابع کامل اگرGموضعا .۵.٠.١ قضیه
. است پیوسته باهم بصورت

x−1پیوسته آنگاه باشد yپیوسته درxو جداگانه صورت پذیرواگرxyبه وجدایی اگرGکامل .۶.٠.١ قضیه
است.

١٣metric



٢ فصل

بخشاول

΁پاراتوپولوژی گروههای ١.٢

: آنگاه باشد G در e واحد عضو از همسای·ͬ ΁ی Uو باشد ΁پاراتوپولوژی گروه ΁ی G کنید فرض .١.١.٢ لم

∀M ⊆ G : M ⊂ MU−1 (١.٢)

دهید قرار برهان.

F = G \
∪ {

gU : g ∈ G, gU ∩ M = ∅
}

(٢.٢)

y ∈ F مثل دلخواهͬ عضو .M ⊂ F Mبنابراین ⊂ F .و Gاست از بسته مجموعه ΁ی F وضوح به
yh = m ؛ m ∈ M و h ∈ U ΁ی برای لذا yU ∩ M ̸= ϕ آنگاه گیریم مͬ نظر در را

دهد مͬ نتیجه M ⊂ F که نجا آ واز . F ⊂ MU−1 لذا y = mh−1 ∈ MU−1 براین بنا
M ⊂ MU−1

.پیوستگͬ باشد پیوسته G از e نقطه در اگر است پیوسته Gدر f نگاشت توپولوژی فضای در
: با است معادل f : X −→ Y

∀U = nb(f(x0)) ∃V = nb(x0) f(V ) ⊆ U (٣.٢)

e از U باز همسای·ͬ آنگاه نیست ΁توپولوژی که باشد ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی G کنید فرض .٢.١.٢ لم
. است تهͬ U ∩ U−1 بستار درون لذا و است چ·ال جا هیچ G در U ∩ U−1 که دارد وجود

از W باز همسای·ͬ توانیم مͬ و است پیوسته نا e در براین بنا است ناپیوسته G در وارون عمل برهان.

٧



΁پاراتوپولوژی گروههای .١.٢ ٨

: با است معادل نیست پیوسته x0 fدر eزیرا /∈ int(W−1) که کنیم انتخاب چنان را e

∃U = nb(f(x0)); ∀V = nb(x0) ∃x ∈ V : f(x) /∈ U

(۴.٢)
هر که است Wموجود = Nb(e) همسای·ͬ پس نباشد eپیوسته نقطه Gودر در اگر وارون نگاشت

I(V ) = V −1 * W ≡ V ⊆ W−1: ب·یریم e حول V همسای·ͬ
V1 = باید درونͬ نقطه تعریف طبق e ∈ int(W−1) اگر زیرا W−1باشد درونͬ تواند eنمͬ لذا

. V1 ⊂ W−1 nb(e)که
مͬ است پیوسته G در ضرب که آنجا .از وتناقض I(V −1

1 ) = V1 ⊂ W و V −1
1 = nb(e) اکنون

جا هیچ G در U ∩ U−1دهد مͬ نتیجه این که . U3 ⊂ W که بیابیم را e از U باز همسای·ͬ توانیم
١-١ لم بر بنا V ⊂ U ∩ U−1 که دارد وجود V ناتهͬ باز مجموعه ( (خلف کنیم فرض . است چ·ال

: دهد مͬ نتیجه ای

V ⊂ U ∩ U−1 ⊂ (U ∩ U−1)U−1 ⊂ U−2 (۵.٢)

بنا . است باز G در V U−1 مجموعه Vو ∩ U ̸= ϕ وضوح به V U−1 ⊂ U−3 ⊂ W−1 : آنگاه
. تناقض و e ∈ V U−1 ⊂ int(W−1) براین

e از U باز همسای·ͬ هر برای e ∈ int(U−1) : که شد با ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی G فرض .٣.١.٢ لم
. است ΁توپولوژی گروه ΁ی

برهان.

if : e ∈ int(U−1) =⇒ intU−1 ̸= ϕ =⇒ (۶.٢)

هیچ G Uدر ∩ U−1 نیست،آنگاه ΁توپولوژی و است ΁توپولوژی پارا G . نیست چ·ال جا هیچ U−1

U ∩ U−1 = U : که گرفت نظر در متقارن را U توان مͬ است چ·ال جا

΁متری ΁توپولوژی گروههای در معروف قانون ΁ی به که کنیم ثابت را زیر مفاهیم ایم آماده حال
پذیرگفته ΁متری شبه ΁توپولوژی فضای که کنیم مͬ آوری یاد [١١] است یافته تعمیم ، کامل متر با پذیر
معمولͬ های تحدید تمام در فاصله تابع ΁ی و باشد شده تولید تقارنͬ ΁ی با آن توپولوژی اگر شود مͬ
دارد را مثلثͬ نامساوی خواص از غیر متر ΁ی .(با مثلثͬ نامساوی از غیر به ، کند صدق متر ΁ی روی

شود)[١] مͬ تعریف

΁متری ΁توپولوژی گروه ΁بئری ویژگͬ با G ΁متری شبه هاسدورف ΁توپولوژی پارا گروه هر .۴.١.٢ قضیه
. است پذیر

همسای·ͬ U کندفرض مͬ تولید را G توپولوژی که گیریم مͬ ثابت G فضای روی متررا شبه d برهان.
دهید قرار G از عضوی g و n مثبت صحیح عدد هر برای باشد e از

Bn(g) =
{
x ∈ G : d(g, x) <

1
n

}
(٧.٢)

[١٣] نی΄وس نتیجه بر بنا [١]و است اول نوع شمارای ضعیف طور به ΁متری شبه فضای هر که آنجا از



٩ اول بخش .٢ فصل

: دهد مͬ نتیجه این . است اول نوع شمارای ، ضعیف اول شمارای هاسدورف ΁توپولوژی پارا گروه هر

∀n > 0, n ∈ W, g ∈ G =⇒ g ∈ int(Bn(g)) (٨.٢)

G =
∪
{An : و Ai ⊂ Aj iآنگاه < j اگر وضوح به An = {g ∈ G : Bn(g) ⊂ gU} دهید قرار

: طوری΄ه به h ∈ G و مثبت k ∈ W دارد وجود ، دارد را بئر ویژگͬ G که آنجا از n ∈ W,n > 0}
.Ak در مشمول V = Bk(h) مجموعه

. h ∈ Ak ∩ V داریم است h از از همسای·ͬ V چون و h ∈ Ak لذا
براین بنا .v ∈ Bk(h) زیرا h ∈ Bk(v) ولͬ Bk(v) ⊆ vU : داریم کنید انتخاب را v ∈ V ∩ Ak

: دهد مͬ نتیجه این v ∈ V ∩ Ak هر برای h ∈ vU

∀v ∈ V ∩ Ak −→ h−1v ∈ U−1 −→ h−1(V ∩ Ak) ⊂ U−1 (٩.٢)

دهد مͬ نتیجه واین است پیوسته h−1 با ضرب و است چ·ال V0 = int(V ) در V ∩ Ak اما:
باز مجموعه ΁ی h−1V0 که آنجا از این بنابر e ∈ h−1V0 و h ∈ V0 که آنجا از h−1(V0) ⊆ U−1 :

. است ΁توپولوژی گروه ΁ی G، ١-٣ لم بنابر حال e ∈ int(U−1) : آید مͬ بدست است

G بودن نوع فرضشمارای با تواند نمͬ ۴-١ قضیه در ١بودن پذیر ΁متری فرضشبه که کنید توجه
΁نامتری اول نوع توپولوژی΁شمارای پارا گروه که ، سورجنفری٢ برخط است گواهͬ این . شود جای·زین

بئراست. ویژگͬ با پذیر

مجموعه زیر هر برای ،آنگاه نیست ΁توپولوژی که باشد ΁توپولوژی پارا گروه ΁یG کنید فرض .۵.١.٢ لم
O(F )∩ : طوری΄ه به دارد وجود e O(e)از باز وهمسای·ͬ F O(Fاز ) همسای·ͬ e /∈ F Gکه از F )فشرده

O(e))−1 = ϕ

Vxx∩V −1
x = آنگاه x−1 /∈ V 2

x که کنیم مͬ انتخاب را e از Vx باز همسای·ͬ x ∈ F هر برای برهان.
مجموعه زیر پوشش که Gاست در باز های مجموعه از ای خانواده γ = {Vxx : x ∈ F} که آنجا از ϕ
F ⊂

∪
{Vxx : x ∈ K} طوری΄ه Fبه Kاز مجموعه زیر محدود تعدادی دارد وجود ، Fاست فشرده

: دهید قرار

O(e) =
∩

{Vx : x ∈ K}O(F ) =
∪

{Vxx : x ∈ K} (١٠.٢)

O(F )∩
(
O(e))−1 = ϕ و است F از بازی O(Fهمسای·ͬ ) و e از بازی O(e)همسای·ͬ آنگاه

گروه H و ΁توپولوژی پارا G که f : G −→ H کامل همومورفیسم نگاشت f فرض .۶.١.٢ قضیه
. است ΁توپولوژی گروه هم G آنگاه باشد ، است ΁توپولوژی

e واحد عضو از U باز همسای·ͬ ١-٣ لم بر بنا آنگاه نباشد ΁توپولوژی گروه ΁ی G کنیم فرض برهان.
از F1 = F \ Uو F = f−1f(e) دهیم مͬ قرار . نیست int(U−1) در e که دارد وجود G در
F1 از O(F1) باز همسای·ͬ دارد (۵-١)وجود لم بر بنا ندارد قرار F1 در e و است فشرده F1 که آنجا
W = O(F1) ∪ U که آنجا از O(F ) ∩

(
O(e))−1 = ϕ : طوری΄ه به e از O(e) باز همشای·ͬ و

symmetrizabliti١
sorgenfrey٢



΁پاراتوپولوژی گروههای .١.٢ ١٠

طوری΄ه به H در f(e) از V باز همسای·ͬ دارد وجود ، است بسته نگاشتͬ f و F از بازی همسای·ͬ
: آنگاه است ΁توپولوژی گروه H که آنجا از V −1 = V کرد فرض توان مͬ f−1(Vهمچنین ) ⊂ W

f−1(V −1) = f−1(V ) ⊂ W

است U در مشمول e از همسای·ͬ W0 وضوح به W0 = f−1(V ) ∩ O(e) ∩ U دهید قرار سرانجام
که آنجا از W−1

0 ⊂ O(e)−1 و W−1
0 ⊂ f−1(V )−1 ⊂ W داریم همچنین

e ∈ W0 ⊂ int(U−1) براین بنا W−1
0 ⊂ U دهد مͬ نتیجه این O(F1) ∩ O(e−1) = ϕ

نتیجه است ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی فشرده هاسدورف ΁توپولوژی پارا گروه هر اینکه البته وتناقض
. است ١-۶ قضیه مستقیم

فضای ΁ی از چ·ال مجموعه زیر -Gδ ΁ی G که باشد ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی Gکنید فرض .٧.١.٢ قضیه
. است ΁توپولوژی گروه ΁ی G آنگاه ، باشد X منتظم نمای فشرده

همسای·ͬ دارد وجود (٢-١) لم بر بنا آنگاه ، نباشد ΁توپولوژی گروه G خلف) ) کنیم فرض برهان.
G در e باز همسای·ͬ W کنیم .فرض است چ·ال جا هیچ U ∩ U−1 طوری΄ه به G در e از U باز
و O ⊂ W ⊂ O وضوح به نگاه آ O = W \ U ∩ U−1 دهید قرار WW ⊂ U طوری΄ه به باشد

O−1 ∩ U = ϕ

G =
∩
{Mn : n ∈ ω} طوری΄ه به ب·یرید ثابت را Xباز های مجموعه از {Mn : n ∈ ω} دنباله

کنیم مͬ تعریف را G اعضای از {xn : n ∈ ω} ودنباله X باز های مجموعه از {Un : n ∈ ω} دنباله
xn ∈ Un طوری΄ه به

مجموعه زیر ΁یn ∈ ω ΁ی برای کنید فرض حال . O از دلخواه ای نقطه x0 و U0 = M0 دهید قرار
که آنجا از xn ∈ xnO = xnO داریم e ∈ W ⊂ O که آنجا از . باشد xn ∈ G ∩Un و X Unاز باز

Un ∩ xnO ̸= ϕ : دهد مͬ نتیجه این هست xn از بازی همسای·ͬ Un

.xnO ⊂ G زیرا xn+1 ∈ G که کنید توجه . گیریم مͬ Un ∩ xnO از ای نقطه را xn+1

در مشمول Un+1 طوری΄ه به بیابیم X در xn+1 Un+1از همسای·ͬ ΁ی توانیم مͬ X بودن منتظم از
.Un+1 ∩ G ⊆ xnO و باشد Un ∩ Mn

. شد کامل n ∈ ω هر Unوxnبرای های مجموعه تعریف
.n ∈ ω هر برای xn+1 ∈ xnO داریم همچنین و Ui < Uj ، j < i برای کنید توجه

همسای·ͬ FW مجموعه F =
∩

n∈ω Un ̸= ϕ و F ⊂ G وضوح Fبه =
∩

n∈ω Un دهید قرار
ب·یرید.نشان نظر در را X در X \ P بستار را H و X در FW از P بستار . است G در F از بازی

. است آسان H ∩ F = ϕ دادن
وجود : دهد مͬ نتیجه x ∈ F ، است G Fدر از بازی همسای·ͬ FW که آنجا از x ∈ F ∩ H فرض

O(x) ∩ G ⊂ FW طوری΄ه به X در x از O(x) باز همسای·ͬ دارد
.O(x) ⊂ P : داریم ، است چ·ال X Gدر که آنجا از آنگاه

. تنلقض ΁وی O(x) ∩ (X \ P ) ̸= ϕ : دهد مͬ xنتیجه ∈ H طرفͬ از
H ∩ F = ϕ براین بنا

اگر (زیرا Uk ∩ H = ϕ : داریم F وتعریف X بودن pseudocompact بودن نما فشرده از حال
هر در xk ∈ FW دهد مͬ نتیجه این xk ∈ Uk ∩G که آنجا از Uk ⊂ P آنگاه .(Ui ⊂ Uj ؛ j < i

: صورت

F ⊂ Uk+2 ∩ G ⊂ xk+1O ⊂ xk+1W (١١.٢)



١١ اول بخش .٢ فصل

.xk ∈ xkOWW : داریم xk+1 ∈ xkO که آنجا از و xk ∈ FW ⊂ xk+1WW براین بنا
: دهد مͬ Oنتیجه ⊂ U زیرا O ∩ U−1 ̸= ϕ براین بنا e ∈ OWW ⊂ OU رو این از

. وتناقض O ∩ (U ∩ U−1) = O ∩ U−1 ̸= ϕ

΁یG در e Uاز باز هرهمسای·ͬ برای اگر گوییم (کلاکراندار) ℵ0-کراندار را G توپولوژی΄ͬ گروه
AU = UA = G : طوری΄ه به باشد داشته وجود A ⊂ G (کراندار) شمارا مجموعه

و باشد ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی Hو ΁توپولوژی گروه G کنید فرض .٨.١.٢ قضیه
: باشد برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ کنید فرض همچنین ، باشد پیوسته و پوشا همریختͬ φنگاشت : G −→ H

. است کراندار ℵ0 و بوده بئر G(٢ است. کراندار کلا G (١
. است ΁توپولوژی گروه ΁ی H آنگاه

به دارد وجود H در e Uاز باز همسای·ͬ ٢-١ برلم بنا نباشد ΁توپولوژی گروه H کنید فرض برهان.
φ(W ) ⊂ U طوری΄ه به Gب·یرید ی΄انͬ عضو از همسای·ͬ Wرا است چ·ال جا U∩U−1هیچ طوری΄ه

W = W−1 و
Gآنگاه = AW طوری΄ه به Aمحدود ⊂ G΁ی دارد وجود ، باشد کراندار کلا فرضGگروه : اول حالت
خانواده از اجتماعͬ H این بر بنا φ(A)M = H و است چ·ال جا هیچ M = φ(W ) ⊂ U ∩ U−1

تناقض. و است چ·ال جا هیچ های مجموعه از محدود ای

به A ⊂ G شمارای ی مجموعه دارد وجود ، است ℵ0-کراندار گروه ΁ی G که آنجا از : دوم حالت
H بنابراین φ(A)M = H و چ·ال جا هیچ M = φ(W ) ⊂ U ∩ U−1 آنگاه G = AW طوری΄ه

. تناقض و است چ·ال جا هیچ های مجموعه از شمارا خانواده از اجتماعͬ



٣ فصل

بخشدوم

΁توپولوژی نیمه گروههای ١.٣

.این کنیم مͬ ثابت ΁توپولوژی پارا گروههای در کاردینال های ویژگͬ جدیدمسلم ارتباط بخش دراین
G آنگاه باشد لیندولف G طوری΄ه به شد با ١ ای دنباله ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی G اگر که کند مͬ ثابت

. دارد شمارا شب΄ه ΁ی

.٢٨ تعریف

پذیرباشد جدایی اول نوع شمارای ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی G اگر که کنیم مͬ ثابت ، (ch) تحت
سورجنفری خط چرا که دهد مͬ امیدی ΁ی این . دارد شمارا پایه ΁یG آنگاه باشد Gنرمال طوری΄ه به
وجود اول نوع شمارای نرمال غیر تیخونوف ΁توپولوژی پارا گروه ΁ی که شود مͬ .مشاهده نیست نرمال

.( ب·یریم نظر در را سورجنفری خط مربع است دارد.(کافͬ
دارد ΁توپولوژی نیمه گروههای ویژگͬ روی زیادی تاثیر بودن اول نوع شمارای که دهیم مͬ نشان اما

. است کار این برای لازم ابزارهای زیر .نکات

گروههایGظریف٢یا زیر خانوادهξاز باشد ( جبری گروه ΁ی (فقط گروه ΁یG فرضکنید تعریف٢٩.
از متمایز z ∈ G هر وبرای بوده ناتهͬ ξ اعضای همه اگر شود مͬ نامیده X ٣روی هاسدورف ظریفگر

zP ∩ P = ∅ : طوری΄ه به P ∈ ξ باشد داشته eوجود

،آنگاهBروی a ∈ G ΁ی در G از ای پایه Bو باشد هاسدورف ΁توپولوژی نیمه گروه ΁ی G اگر
. است دیس΄رونر هاسدورف ΁یG

دلخواه -شب΄ه π ΁ی وقتͬ ، هاسدورف ازظریفگر مفید بسیار لͬ کمترو اهمیت با کمͬ مثال عنوان به
. ب·یریم نظر در را

نقطه ΁ی در X از -شب΄ه π، X توپولوژی΄ͬ فضای از هایی مجموعه زیر ξاز خانواده : یادآوری

bisequential١
discerning٢

discernor hausddorff a٣

١٢



١٣ دوم بخش .٣ فصل

. باشد شامل را ξ عضواز ΁ی X aدر از باز همسای·ͬ هر و بوده ξناتهͬ اعضای تمام اگر aاست ∈ X

. Xدرaاست از π-پایه ΁ی ω گوییم باشد باز ξ اعضای وتمام باشد a ∈ X در X از π-شب΄ه ΁یξ اگر

ξازGدرeروی π-شب΄ه هر آنگاه باشد هاسدورف ΁توپولوژی نیمه گروه ΁ی G کنید فرض .١.١.٣ گزاره
. است Gظریفگرهاسدورف

: آنگاه باشد G روی ظریفگرهاسدورف ، ξو گروه ΁ی G کنید فرض .٢.١.٣ ∩گزاره
{PP−1 : P ∈ ξ} = {e} (١.٣)

باید کنید انتخاب z ∈ F ΁ی حال .e ∈ F وضوح به F =
∩
{PP−1 : P ∈ ξ} دهید قرار برهان.

. z = e دهیم نشان
داریم zPحال ∩ P = ∅ که ب·یریم ثایت را P ∈ ξ توانیم مͬ آنگاه نباشد برقرار که کنیم فرض
وتناقض zb = a ∈ zP ∩P و P در a, b تعدادی zبرای = ab−1 طرفͬ از است ͹واض z /∈ PP−1:

.
∩
{PP−1 : P ∈ ξ} = {e} و F = {e} براین بنا تناقض zو ̸= F دهد مͬ نتیجه این .

رویGی΁ظریفگرهاسدورف ξ ، ΁توپولوژی ظریفگر باشد ΁توپولوژی نیمه گروه ΁یG فرضکنید
. است e شامل P ∈ ξ هر PP−1برای درون طوری΄ه به Gاست روی

.................................. باشد باز های اعضایآنمجموعه تمام اگر شود مͬ نامیده باز ی΁ظریفگر
........ ........

......... ...


