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اول فصل

عددی محاسبات در ها خطا

مقدمه 1 .1

آورد. خواهد بدست عددی صورت به را نهایی نتیجۀ انجنیر Έی ،ͳعمل کارهای در
اعداد، جدول این به نظر مͳ آید، بدست تجربه Έی از که اعداد جدول Έی مثال، بطور
انالیز هدف شود. حل باید ͳخط معادلات سیستم Έی یا شود؛ ترسیم گراف Έی مم΋ن
مͳ باشد. مسائل چنین عددی جواب های آوردن بدست برای مؤثر روش های ارایه عددی
سروکار عددی تحلیل روش های با عددی روش های تجزیه و تحلیل عوض به کتاب این
حل برای مطمئن و مؤثر کمپیوترگرا، عددی روش های ارایه ما ͳاصل هدف زیرا دارد،

مͳ آید. پیش ͳعال ریاضیات مختلف ساحات در که مͳ باشد ͳمسائل
از: اند عبارت اند شده ͳبررس کتاب این در که عددی مباحث

نوع از ͳخط غیر معادلات حل الجبری): (غیر ͳمتعال و الجبری معادلات (آ)
معادله مثال، بطور مͳ شود. مشاهده زیاد ͳخیل انجنیری در f(x) = 0

M0

M0 − uf t
= e

(u+gt)
u0 (1 .1)

است. شده داده uf ،u0 ،u ،g ،M0 طوری΋ه است ͳخط غیر معادله Έی t به نظر
مͳ رود. ب΋ار ͳراکت مطالعات در معادلات نوع این

داده y = f(x) تابع ،i = 1, 2, ..., n ،(xi, yi) نقاط از ست Έی : درونیابی1 (ب)
معمولا˦ دانیم، ͳنم ΀واض بصورت را f(x) معادله طبیعت طوری΋ه است، شده
دریافت x0 < x < xn در x قیمت Έی برای را y قیمت تا مͳ افتد ضرورت

1Interpolation



عددی محاسبات در ها خطا اول. فصل 2

توابع با روند این هرگاه مͳ شود. یاد انترپولیشن یا درونیابی بنام روند این نماییم.
مͳ شود. یاد متحوله چندین درونیابی بنام شود، انجام متحوله چندین

دارای شده داده نقاط آن در طوری΋ه است، ͳخاص حالت Έی این : ͳمنحن برازش (ج)
فورمول های حالات، چنین در مͳ باشد. ́ کردن2 قط خطای و گردکردن1 خطای
حاوی معمولا˦ تجربی نتایج دهد. ͳنم بدست را رضایت بخش نتایج درونیابی
دریافت طوری را ͳمنحن Έی تا است این روش حالات، درچنین و مͳ باشد خطاها
در مقادیر دریافت برای را ͳمنحن این بعد و باشد، گذشته نقاط ازین که نماییم

مͳ شود. دیتا سازی هموار به منت; معمولا˦ مسئله این مͳ بریم. ب΋ار ͳمیان نقاط

قیمت های تا مͳ افتد ضرورت معمولا˦ عمل در : عددی انتیΎرال گیری و مشتقگیری (د)
دریابیم: را ذیل افادە های عددی

و x0 < x < xn در x مشخص قیمت Έی برای ... ، d
2y

dx2 ، dydx (i)

معادله اما شده داده i = 1, 2, ..., n ،(xi, yi) نقاط طوری΋ه
∫ xn

x0
ydx (ii)

(به θ زاویه میله، Έی دوران در هرگاه مثال بطور است. نشده داده y(x)
هر در زاویوی تعجیل و سرعت پس باشد، شده داده t زمان در رادیان)
نموده محاسبه عددی مشتقگیری فورمول های از استفاده با را دیΎر زمان

مͳ توانیم.

دریافت و ͳخط الجبری معادلات سیستم حل : ͳخط سیستم های و متری΋س ها (ه)
بخش های در مهم مسائل جمله از متری΋س Έی وکتور های ویژه و قیمت های ویژه
مͳ باشد. غیره... و ساختمان ها نظریه سیال، Έمیخانی ،ͳتفاضل معادلات مانند:

معادلات از استفاده با معمولا˦ انجنیری مسائل : ͳقسم و ͳمعمول ͳتفاضل معادلات (و)
ͳ΋ریاضی فورمول مثال، بطور مͳ شود. فورمول بندی ͳقسم و ͳمعمول ͳتفاضل
پایداری دریافت مسئله و بوده ͳمعمول ͳتفاضل معادله Έی جسم، Έی سقوط
شده فورمول بندی ͳقسم ͳتفاضل معادله Έی بصورت ظرف، Έی در حرارت توزیع
روش های و بوده نامم΋ن مسئله دقیق جواب دریافت حالات، بیشترین در است.

مͳ بریم. ب΋ار را عددی

قرار انتیΎرال علامت تحت مجهول تابع آن در که معادلە ای : ͳرالΎانتی معادلات (ز)
بخش های در معادلات نوع این مͳ شود. یاد ͳرالΎانتی معادله بنام باشد، داشته
Έاستاتی ال΋ترو ارتجاعیت، گازها، حرکت مانند: Έفزی و ͳعال ریاضیات مختلف

1Round-off
2Truncation



3 مقدمه .1 .1

برای است. شده داده ͳعموم روش های ͳبرخ مختصر شرح مͳ رود. ب΋ار غیره و
بعد نموده، شروع اولیه قیمت Έی از معمولا˦ عددی، روش های به مسائل حل
آمده بدست قیمت مͳ نماییم. محاسبه را نهایی نتیجه مرحله چندین انجام از
سه یا دو ͳال مم΋ن آمده بدست نتیجه زیرا مͳ باشد، تقریبی قیمت Έی عددی
بصورت مم΋ن است رفته ب΋ار که ͳروش علاوه، بر باشد. درست اعشاری رقم
دارد، وجود عددی حل Έی در که خطای بنابرین باشد، شده فورمول بندی تقریبی
ͳبرخ ?? بخش در باشد. هردو یا روش خطای یا دیتا خطای از ͳناش مم΋ن
مفاهیم این چون ایم، کرده ͳبررس را آنها وتحلیل خطاها به مربوط ابتدایی مفاهیم
ارتباط در ازینکه قبل مͳ باشد. ضروری و مهم عددی روش های مؤثر استفاده برای
کمپیوتری زبان های و نرم افزارها از ͳبرخ کنیم، صحبت محاسبات در خطاها به

مͳ کنیم. ͳبررس را مهم



عددی محاسبات در ها خطا اول. فصل 4



دوم فصل

ͳمتعال و الجبری معادلات حل

مقدمه 1 .2

جذر دریافت مͳ شود، ظاهر تکرار به که مسئلە ای Έی انجنیری و ͳساینس مطالعات در
معادله

f(x) = 0 (1 .2)

ارایه برای باشد، چهارم درجه یا سوم درجه دوم، درجه افاده Έی f(x) هرگاه مͳ باشد.
هرگاه دیΎر، طرف از است. دسترس در الجبری فورمول های ضرایب، جنس از آن جذور
دریافت برای باشد، ͳمتعال توابع شامل افادە ای Έی یا بلندتر درجه با پولینوم Έی f(x)
این در شد. متوسل تقریبی روش های به باید و ندارد، وجود الجبری روش های آن جذور
f(x) طوری΋ه است، شده بیان (1 .2) معادله حل برای مختلف عددی روش های فصل

مانند: الجبری توابع باشد. دو هر از ترکیب یا ͳمتعال یا الجبری معادله Έی

fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + ...+ an−1x+ an, (2 .2)

خاص روش های از ͳبرخ آن جذور دریافت برای که مͳ شود یاد ͳپولینوم توابع بنام
ϕ(x) = ،f(x) = lnx3 − 0.7 مانند، غیرالجبری تابع Έی مͳ کنیم. ͳبررس را
مͳ شود. یاد (غیرالجبری) ͳمتعال تابع بنام ... و ψ = sin2 x−x2−2 ،e−0.5x−5x

Έی دریافت روش های اینجا در باشد. مختلط یا و ͳحقیق مم΋ن (1 .2) معادله جذور
دریافت روش های همچنان و نموده ͳبررس را ͳمتعال یا الجبری معادلات ͳحقیق جذر
معادلات سیستم حل برعلاوه، مͳ کنیم. مطالعه را پولینوم ها مختلط و ͳحقیق جذور
معادله مانند پولینوم Έی f(x) هرگاه شد. خواهد ͳبررس فصل این اخیر در ͳغیرخط

مͳ شود. پنداشته مهم ذیل نکات آن جذور دریافت برای باشد، (2 .2)
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دارد. جذر n وتنها تنها n درجه ͳپولینوم معادله هر (i)

علامت که دارد ͳحقیق جذر Έی حداقل ͳپولینوم معادله باشد، تاق n هرگاه (ii)
مͳ باشد. آن اخیر حد علامت مخالف آن

و مثبت جذر Έی حداقل معادله پس باشد، ͳمنف ثابت حد و جفت n هرگاه (iii)
دارد. ͳمنف

جذور دارای معادله پس باشد، (vآ) ͳحقیق ضرایب دارای ͳپولینوم معادله هرگاه (iv)
(vب) ناطق ضرایب دارای ͳپولینوم معادله هرگاه و مͳ باشد. جورە ای مختلط

مͳ باشد. غیرناطق جورە ای جذور دارای معادله پس باشد،

دی΋ارت علامت قاعده (v)

تعداد از مثبت ͳحقیق جذر های تعداد f(x) = 0 ͳپولینوم معادله Έی در (آ)
تواند. ͳنم بوده بیشتر f(x) ضرایب علامت های تغییر

تعداد از ͳمنف ͳحقیق جذر های تعداد f(x) = 0 ͳپولینوم معادله Έی در (ب)
تواند. ͳنم بوده بیشتر f(−x) ضرایب علامت های تغییر

تنصیف روش 2 .2

b و a بین f(x) تابع هرگاه مͳ کند: بیان که مͳ باشد (??) قضیه بر ͳمبتن روش این
بین معادله جذر Έی حداقل پس باشد، مخالف علامات دارای f(b) و f(a) و متمادی
قرار b و a بین جذر پس باشد، مثبت f(b) و ͳمنف f(a) کنیم فرض دارد. وجود b و a
f(x0) = 0 اگر مͳ دهیم. قرار x0 = a+b

2 و مͳ نماییم تنصیف را [a, b] انتروال دارد،
و x0 بین یا a و x0 بین معادله جذر آن غیر در است. معادله جذر x0 نتیجه در باشد،
ͳمنف f(x0) کنیم فرض مͳ باشد. f(x0) ͳمنف و مثبت علامت مربوط و دارد قرار b
را [a1, b1] = [x0, b] جدید انتروال دارد. قرار b و x0 بین معادله جذر پس باشد،
نصف x1 در فوق انتروال بالا، مانند مͳ گیریم. نظر در مͳ باشد |b−a|

2 طول دارای که
تکرار ͳوقت تا را روند این مͳ باشد. ͳقبل انتروال نصف دقیقا جدید انتروال و مͳ شود
شود. Έکوچ ε مانند دلخواه حد تا دارد) بر در را جذر (که انتروال آخرین که مͳ کنیم
اخیر در و مͳ یابد کاهش ½ عامل Έی با مرحله هر در انتروال طول که است ΀واض

داریم: پس مͳ باشد. |b−a|
2n آن طول و [an, bn] به برابر جدید انتروال n⁃ام مرحله

|b− a|
2n

≤ ε,
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مͳ آید: بدست سادە سازی از بعد که

n ≥
loge

(
|b−a|
ε

)
2n

. (3 .2)

Έی آوردن بدست برای را نیاز مورد (Iterations) تکرار های تعداد (3 .2) معادله
پس باشد، ε = 0.001 و |b− a| = 1 اگر مثال بطور مͳ دهد. بدست ε به برابر دقت

که دریافت مͳ توان

n ≥ 10, (4 .2)

است یادآوری قابل است. شده داده نمایش 1 .2 ش΋ل در Έگرافی بصورت روش این

x

y

0

ax0x2
x1b

[b, f(b)]

[a, f(a)]

تنصیف. روش Έگرافی نمایش :1 .2 ش΋ل

Έی از بیشتر انتروال Έی در جذر ها تعداد هرگاه است. متقارب همیشه روش این که
از استفاده با روش این مͳ نماید. دریافت را جذور از ͳ΋ی تنها تنصیف روش باشد،

است. پروگرام قابل ͳسادگ به ذیل مراحل

باشد. f(a)f(b) < 0 که مͳ نماییم انتخاب طوری را b و a عدد دو .1

مͳ دهیم. قرار xr = b−a
2 بعد .2

دارد. قرار (a, xr) انتروال در معادله جذر باشد، f(a)f(xr) < 0 هرگاه (آ) .3
برگردید. 2 مرحله به و داده قرار b = xr پس

دارد. قرار (xr, b) انتروال در معادله جذر باشد، f(a)f(xr) > 0 هرگاه (ب)
برگردید. 2 مرحله به و داده قرار a = xr پس
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و مͳ باشد. f(x) = 0 معادله جذر xr پس باشد، f(a)f(xr) = 0 هرگاه (ج)
دهید. پایان را محاسبه روند

هیچΎاه (3ج) جز بنابرین نشود، دریافت مم΋ن معادله دقیق جذر ،ͳعمل مسائل در
روند توقف برای تصمیم گیری دیΎر معیار Έی به حالات درچنین کند. ͳنم صدق
ذیل قرار را εr خطای فیصدی که است این ساده معیار Έی داریم. ضرورت محاسبه

نماییم: محاسبه

εr =

∣∣∣∣x′r − xr
x′r

∣∣∣∣× 100% (5 .2)

εr که مͳ یابد خاتمه ͳزمان محاسبات روند مͳ باشد. xr جدید قیمت Έی x′r طوری΋ه
روند بخشیدن پایان برای برعلاوه، باشد. کوچ΋تر εp قابل قبول پیش بینͳ شده خطای از

شود.  گرفته نظر در مͳ تواند نیز تکرارها ͳاعظم تعداد محاسبات

نمایید. دریافت را f(x) = x3 − x− 1 = 0 معادله ͳحقیق جذر Έی .1 .2 مثال

x0 = 3/2 بنابرین دارد، قرار 2 و 1 بین جذر Έی است، مثبت f(2) و ͳمنف f(1) چون
پس مͳ باشد.

f(x0) =
27

8
− 3

2
=

15

8
,

داریم: و داشته قرار 1.5 و 1 بین جذر بنابرین است. مثبت قیمت Έی که

x1 =
1 + 1.5

2
= 1.25.

نتیجه در مͳ باشد. ͳمنف قیمت Έی که مͳ نماییم دریافت را f(x1) = −19
64 حال،

بنابرین دارد. قرار 1.5 و 1.25 بین جذر

x2 =
1.25 + 1.5

2
= 1.375.

مͳ آید. بدست ذیل ͳمتوال تقریبی قیمت های و مͳ کنیم تکرار را روش این

... ،x5 = 1.328125 ،x4 = 1.34375 ،x3 = 1.3125

 

نمایید. دریافت را f(x) = x3 − 2x− 5 = 0 معادله ͳحقیق جذر Έی .2 .2 مثال
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دارد، قرار 3 و 2 بین جذر Έی است، مثبت f(3) = 16 و ͳمنف f(2) = −1 چون
بنابرین است. مثبت عدد Έی f(x0) = 5.6250 چون مͳ باشد. x0 = 5/2 بنابرین

داریم: و داشته قرار 2.5 و 2 بین جذر

x1 =
2 + 2.5

2
= 2.25,

قرار 2.25 و 2 بین جذر که مͳ شود نتیجه بنابرین مͳ باشد. f(x1) = 1.890625 و
نتیجه در دارد.

x2 =
2 + 2.25

2
= 2.125,

دارد. قرار 2.125 و 2 بین جذر که مͳ شود نتیجه بنابرین مͳ باشد. f(x2) = 0.3457 و
نتیجه در

x3 =
2 + 2.125

2
= 2.0625,

مͳ آید. بدست ذیل ͳمتوال تقریبی قیمت های و مͳ کنیم تکرار را روند این

x4 = 2.09375, x5 = 2.10938, x6 = 2.10156, x7 = 2.09766,

x8 = 2.09570, x9 = 2.09473, x10 = 2.09424, ...

داریم:
x10 − x9 = −0.0005,

x10∣∣∣∣و − x9
x10

∣∣∣∣× 100 =
0.0005

2.09424
× 100 = 0.02%

مͳ باشد.  درست اعشاری رقم سه ͳال و بوده فوق معادله جذر Έی 2.094 بنابرین،

رقم سه ͳال را f(x) = x3+x2+x+7 = 0 معادله ͳحقیق جذر Έی .3 .2 مثال
نمایید. دریافت درست اعشاری

معادله بنابرین مͳ باشد. مثبت آن اخیر حد و سوم درجه معادله Έی شده داده معادله
که مͳ یابیم داشت. خواهد ͳمنف ͳحقیق جذر Έی f(x) = 0

f(−3) = −14 و f(−2) = 1 ،f(−1) = 6

داریم: دارد. قرار −2 و −3 بین ͳحقیق جذر Έی نتیجه در

x1 =
−2− 3

2
= −2.5.
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در دارد. قرار −2.5 و −2 بین جذر بنابرین مͳ باشد. f(−2.5) = −4.875 چون
نتیجه

x2 =
−2− 2.5

2
= −2.25.

نتیجه در دارد. قرار −2.5 و −2 بین جذر بنابرین مͳ باشد. f(x2) = −1.5781 چون

x3 =
−2− 2.25

2
= −2.125.

مͳ آوریم. بدست را ذیل ͳمتوال تقریبی قیمت های و نموده تکرار را روند این

x4 = −2.0625, x5 = −2.0938, x6 = −2.1094,

x7 = −2.1016, x8 = −2.1055, x9 = −2.1035,

x10 = −2.1045, x11 = −2.1050, . . .

ͳال −2.105 دادە شده جذر بنابرین مͳ باشد، 0.0005 به مساوی x11 و x10 بین تفاوت
مͳ باشد.  درست اعشاری رقم سه

دریافت %0.05 خطای با 1 و 0 بین را x = e−x معادله ͳحقیق جذر Έی .4 .2 مثال
نمایید.

کنیم فرض
f(x) = xe−x − 1 = 0.

بین معادله جذر Έی بنابرین مͳ باشد. مثبت f(1) = e− 1 و f(0) = −1 که داریم
و دارد. وجود 1 و 0

x1 =
0 + 1

2
= 1.5.

نتیجه در دارد. قرار 1 و 0.5 بین جذر بنابرین مͳ باشد. f(x1) = −0.1756 چون

x2 =
0.5 + 1

2
= 0.75.

مͳ باشد. ذیل قرار ε1 خطای مرحله این در

ε1 =

∣∣∣∣x2 − x1
x2

∣∣∣∣× 100 =
0.25

0.75
× 100 = 33.33%

نتیجه در دارد. قرار 0.75 و 0.5 بین جذر پس مͳ باشد، f(x2) = 0.5878 چون

x2 =
0.5 + 0.75

2
= 0.625.
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همچنان

ε2 =

∣∣∣∣0.625− 0.75

0.625

∣∣∣∣× 100 = 20%.

ذیل قرار مرحله هر در را خطاها و ͳمتوال تقریبی قیمت های و نموده تکرار را روند این
مͳ آوریم. بدست

x4 = 0.5625, ε3 = 11.11%, x5 = 0.5938, ε4 = 5.26%,

x6 = 0.5781, ε5 = 2.71%, x7 = 0.5703, ε6 = 1.37%,

x8 = 0.5664, ε7 = 0.69%, x9 = 0.5684, ε8 = 0.35%,

x10 = 0.5674, ε9 = 0.18%, x11 = 0.5669, ε10 = 0.09%,

x12 = 0.5671, ε11 = 0.035%, ...

درست اعشاری رقم سه ͳال 0.567 جذر مͳ باشد ε11 = 0.035% < 0.05% چون
مͳ باشد. 

ͳال 0.5 و 0 بین را f(x) = 4e−x sinx − 1 معادله ͳحقیق جذر Έی .5 .2 مثال
نمایید. دریافت درست اعشاری رقم سه

کنیم فرض
f(x) = 4e−x sinx− 1.

بنابرین مͳ باشد. f(0.5) = 0.163145 و f(0) = −1 چون

x1 = 0.25.

در دارد. قرار 0.5 و 0.25 بین جذر بنابرین مͳ باشد. f(0.25) = −0.22929 چون
نتیجه

x2 =
0.75

2
= 0.375.

است شده داده ذیل قرار ͳمتوال تقریبی قیمت های

x3 = 0.3125, x4 = 0.3438, x5 = 0.3594,

x6 = 0.3672, x7 = 0.3711, x8 = 0.3692,

x9 = 0.3102, x10 = 0.3706, x11 = 0.3704, ...

مͳ باشد. درست اعشاری رقم سه ͳال که بوده 0.371 نظر مورد جذر بنابرین
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